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Organisatorisches

e Website der Veranstaltung: http://www.mi.uni-koeln.de:8917

e Meine Sprechstunde: Montags, 13:00-14:00 Uhr.

o Assistent: Alexandru Ciolan, Sprechstunde: Donnerstags, 13:00-14:00 Uhr.
e Anmeldung zu den Ubungen bis Mittwoch (10.10.), 18 Uhr.

e Sie miissen 3 Prioritdten angeben.

e Bitte melden Sie sich auch an, wenn Sie nicht teilnehmen wollen (Gruppe:
keine Teilnahme).

e Bitte geben Sie den korrekten Studiengang an (vor allem, Lehramt Master

(6 CP)).
e Die Einteilung wird am Donnerstag (11.10.) auf der Website veréffentlicht.
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Ubungen

o Ubungsgruppen finden ab nichster Woche statt.

e 13 Ubungsblatter mit je 40 Punkten, erstes Blatt ab Mittwoch online

e Abgabe immer Mittwochs bis 18 Uhr (Briefkasten in Raum 301)

e Abgaben zu zweit erlaubt (innerhalb einer Gruppe!)

e Klausurzulassung: 50%, wobei die Ubung mit der niedrigsten erreichten
Punktzahl nicht z3hlt.

e 40 Punkte pro Blatt, d.h. sie miissen mit 12 Abgaben auf mindestens 240
Punkte kommen.

e Bis zu 2 mal 5 Punkte Bonus fiir Vorrechnen.

e 6-CP: Stoff bis Weihnachten, die ersten 9 Ubungsblétter, davon 160
Punkte mit 8 Abgaben.
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Literatur

1. Aktuelles Skript (auf Website verfiigbar, wochtenlich aktualisiert)

2. Skript von letztem Jahr (auf Website komplett verfiigbar, aber es wird
Abweichungen geben und das Skript enthilt Tippfehler!)

3. Biicher (z.B.) mit dem Titel Algebra von: Bosch, Fischer, Jantzen und
Schwermer, Artin (en), Lang (en).
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Inhalt

Heute: Einfiihrung (Motivation, Anwendungen, Grundstrukturen)

e Gruppen

Ringe und Polynome

o Kdrpererweiterungen

Galoistheorie und Anwendungen
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Algebraische Gleichungen

o , Algebra“stammt aus dem Arabischen (, al-jabr*):

e Rechnen mit Gleichungen (wdrtlicher: das Zusammenfiigen gebrochener
Teile).

o Der Begriff wurde im 9. Jhd. gepragt, basierend auf einem Rechenlehrbuch
des persischen Mathematikers al-Chwarizmi.

o In der Algebra beschiftigen wir uns mit dem Ldsen von algebraischen, d.h.
polynomiellen Gleichungen.

e Erstes Studienjahr: Lineare Algebra, Systeme von linearen Gleichungen

(Grad 1).
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Beispiel 1

1-x242.x-1=0

Hierbei ist x, die Unbekannte oder Variable von den bekannten GroBen, auch
Koeffizienten genannt, zu unterscheiden.
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Frage: Gibt es allgemeine Losungsformeln?

Beispiel 2 (Lineare Gleichungen)
Seien a, b vorgegeben (zum Beispiel reelle Zahlen), mit a # 0. Betrachten wir

die Gleichung
ax+ b=0.

Wir stellen fest, dass diese genau eine Lésung besitzt, ndmlich
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Beispiel 3 (Quadratische Gleichungen)

Es seien a, b, c vorgegeben. Wir betrachten die quadratische Gleichung
ax* +bx+c=0 (1)

OBdA kdnnen wir a # 0 annehmen (falls a = 0, so sind wir in Beispiel 2). Wir
erhalten die Lésungen von Gleichung (1) durch die Formel

Xifbi\/ﬁ

2a
wobei D = b®> — 4ac ist. Wir sehen, dass es folgende Fille gibt (falls a, b,c € R
sind):
1. Falls D = 0 ist, so gibt es genau eine reelle Losung.
2. Falls D > 0 ist, so gibt es zwei verschiedene reelle Ldsungen.

3. Und falls D < 0 ist, so gibt es keine reellen, aber zwei verschiedene
komplexe Losungen.
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Beispiel 4 (Kubische Gleichungen)

Wir betrachten nun eine Gleichung vom Grad 3 (einfache Form):
X +ax+b=0. (2)

Allgemein kann man eine Gleichung 3. Grades durch Substitutionen in diese
Form bringen.

Cardano(1545): 1515 von del Ferro (im Wesentlichen) gel6st.

Alle Lésungen sind gegeben durch

J-2+vei-t-vp,

wobei s 2
a
0=(3) +(3)"
3) T3
Die beiden dritten Wurzeln miissen so in C gewahlt werden, dass uv = —% gilt.
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x> +ax+b=0. (2
J-24vpeyl-t-vp

wobei

Nachrechnen:
(ut+v)y +au+v)+b=uv*+3’v+3n’ +v:+a(ut+v)+b
=—g+\FD+3uv(u+v)—g—\FD—i—a(u—i—v)—l—b

= —g +vVD—a(u+ v)—g—\/B—i— a(u+v)+b
=0.

Insgesamt 3 Losungen (ggf. mit Vielfachheiten gezihlt) durch zugelassene
Wahlen der Wurzeln. Also: dies ist eine allgemeine Losungsformel. O
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Beispiel 5 (Quartische Gleichungen)

e Cardano (1545), Ferrari: explizite Lésungsformeln auch fiir polynomielle
Gleichungen 4. Grades.

e Siehe zum Beispiel Abschnitt 6.2 im Buch von Bosch.
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Gleichungen vom Grad 5 (oder héher)

e Lange wurde nach weiteren Losungsformeln gesucht.

e Satz von Abel-Ruffini (1799-1824): Die allgemeine Gleichung n-ten Grades
ist fur n > 5 nicht durch Radikale auflésbar.

e Durch Radikale auflésbar heiBt: die Lésungen sind nur duch
Wourzelausdriicke sowie rationale Ausdriicke in den Koeffizienten
gegeben.

e Vorsicht: Der Satz besagt: es gibt keine allgemeine Lésungsformel. In

Spezialfillen kann es solche Ausdriicke fiir eine spezielle Gleichung
natiirlich geben! (Und gibt es sie auch in vielen Fillen.)
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Galoistheorie

e Unser Held: Evariste Galois (1811 — 1832)

o Er lieferte eine differenziertere Antwort.

e Der Clou: Eine Beziehung zwischen algebraischen Gleichungen und
Gruppentheorie.

e Z.B. gilt fiir eine Polynomfunktion f : C — C, dass f(x) = 0 genau dann
(durch Radikale) aufldsbar ist, wenn die so genannte Galois-Gruppe von f
auflésbar ist (wir lernen noch, was das heiBt).
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Ein erstes Beispiel: Dle Galoisgruppe einer Gleichung

27i

e Sei(s=e5 e€C.
e Die komplexe Zahl (s ist eine 5-te Einheitswurzel, d.h. Nullstelle des

Polynoms

p(X)=X"—1

vom Grade 5.

o Faktorisiere p:
p(X) = (X —1)q(X)

mit g(X) = X* + X> + X> + X + 1.

e Und da ay := (s # 1, ist (5 bereits Nullstelle von gq.

e Die 3 weiteren Nullstellen von g sind as := (2, a3 := (2 und a4 := (8.
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e Ordne dem Polynom g = X* + X3 + X2 + X + 1 (oder der
Karpererweiterung @ C Q(¢s)) nun wie folgt eine Gruppe zu:
e Beobachtung: Relationen zwischen den Nullstellen von g:

1. a% = Qs

2. a% = a3
3. 0/11 =y
4. a1 +ax+oaz+as=—1
e Definiere G als die Menge der Permutationen der Nullstellen au, az, a3
und a4, so dass diese Relationen erhalten bleiben.
e Eine solche Permutation o ist wegen der ersten 3 Relationen bereits durch
das Bild o(a1) von ay bestimmt!
e Es gibt also 4 solche Permutationen und die Gruppe G kann man mit der
additiven Gruppe (Z/4Z,+) identifizieren:

G={oo=id,o1:(—(3,03: (5> (2,00 (50— (o} 2 LJAZ,

wobei der Gruppenisomorphismus durch o; — j gegeben ist.

o Wir schauen uns das spater noch alles in Ruhe an.
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Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

e Gegeben: E C C = R? Menge an Punkten im Raum.
e Identifiziere R? 2 C.

o Elementare euklidische Figuren:
1. Konstruiere eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte (Lineal) in E.
2. Konstruiere einen Kreis, dessen Mittelpunkt in E liegt und der durch einen
weiteren Punkt in E verlduft (Zirkel).
e E;: Menge der Schnittpunkte elementarer euklidischer Figuren (die man
aus E = Ep erhilt).

e E5: Menge der Schnittpunkte elementarer euklidischer Figuren (die man
aus E; erhilt).

o« E= U2 E; = Menge der aus E konstruierbaren Punkte.

e Ein Punkt p € C heiBt aus E (elementar) konstruierbar, wenn er ein

Schnittpunkt elementarer euklidischer Figuren ist (den man induktiv nach
endlich vielen Konstruktionsschritten erhalt). D.h.: p € E.
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Beispiel 6

Sei E = {0,1} gegeben. Wir wollen 1 konstruieren (oder allgemeiner den
Mittelpunkt auf der Strecke zwischen zwei Punkten).

0O
o
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Klassische Konstruktionsprobleme

Aus der Antike sind folgende klassischen Konstruktionsprobleme iiberliefert.

1. Winkeldreiteilung: Gegeben einen Winkel «, unterteile ihn in 3 gleichA
groBe Winkel. Ubersetzt: Ist fiir E = {0, 1, cos(c)} auch cos(«/3) € E?

2. Das Delische Problem der Wiirfelverdopplung: Konstruiere zu einem
gegebenen Wiirfel einen Wiirfel mit doppeltem Volumen. Aquivalent:
E=1{0,1}; Ist V2 € £7?

3. Quadratur des Kreises: Geggben einen Kreis, kPnstruiere ein Quadrat mit
dem gleichen Flacheninhalt. Aquivalent: \/7 € E fiir E = {0, 1}.

4. Konstruktion eines regelméBigen n-Ecks. Aquivalent: Ist fiir E = {0,1}
der Punkt e*7' € E?
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e Mit algebraischen Methoden kann zeigen: die ersten drei
Konstruktionsprobleme (Winkeldreiteilung, Wiirfelverdopplung, Quadratur
des Kreises) sind im allgemeinen unlésbar (mit Zirkel und Lineal wie oben
beschrieben)!

e Wir werden dies schon bald beweisen kdnnen, und dazu die Theorie der
Korpererweiterungen benutzen.

o Fiir das regelmaBige n-Eck waren in der Antike beispielsweise
Konstruktionen fiir n € {2,3,4,5,6,8} bekannt.

e C. F. GauB (1796): das regelmissige 17-Eck ist konstruierbar. Spater im
Semester: ein algebraisches Kriterium fiir die Konstruierbarkeit.
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Der Korper der konstruierbaren Zahlen

e Wir wollen jetzt zeigen: Die Menge E C C aller konstruierbarer Zahlen ist
ein Teilkdrper von C.

e D.h.: im einzelnen:

e 0,1 € E (Neutrale Elemente): klar.

e Mit a€ E und b € E sind auch ab,a+ b€ E (Abgeschlossenheit unter
Multiplikation und Addition)

e AuBerdem ist zu a € £ auch —a € E und falls a # 0, so ist auch a~* € £
(Existenz der Inversen).

e Wir fiihren beispielhaft die Addition vor, ein paar weitere Konstruktionen
sind Ubung.
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Additive Inverse

Gegeben z € C, konstruiere —z:
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Addition

Gegeben z,w € C, konstruiere z + w (Fall z # w). Die Idee: Konstruiere Kreis
mit Radius |z| um w und Kreis mit Radius |w| um z. Der Schnittpunkt ist
zZ+w.



Addition
Gegeben z, w € C, konstruiere z + w (Fall z # w):

o5

[ el



Addition
Gegeben z, w € C, konstruiere z + w (Fall z # w):

oN
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Addition
Gegeben z, w € C, konstruiere z + w (Fall z # w):



App-Tipps

e Euclidea App (Android/iOS): https://www.euclidea.xyz
e Geogebra https://www.geogebra.org
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Die Grundstrukturen

Die wichtigsten mathematischen Strukturen fiir diese Vorlesung sind:

1. Gruppen
2. Ringe
3. Korper
4. (Moduln)
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Gruppen

1. Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, o) gegeben durch eine nicht-leere Menge
G mit einer (inneren) Verkniipfung o : G x G — G, die assoziativ ist, d.h.
es gilt fiir alle a, b,c € G, dass (ao b)oc=ao(boc).

2. Ein Element e € G in einer Halbgruppe wird neutrales Element (oder
Einselement) genannt, falls fiir alle g € G gilt: ecg =goe=g.

3. Eine Halbgruppe (G, o) mit neutralem Element e wird Monoid genannt.

4. Ein Element h € G in einem Monoiden heiBt zu g € G invers, falls
hog =goh=egilt.

5. Eine Gruppe ist ein Monoid (G, o), in dem jedes Element ein Inverses
besitzt.

6. Gruppen, Halbgruppen und Monoiden heiBen abelsch oder kommutativ,
falls go h = ho g fiir alle g, h € G gilt.
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Verkniipfungstafeln /Gruppentafeln

e Ist G eine endliche Menge und o eine Verkniipfung auf G, so kann man
eine Verkniipfungstafel aufstellen.

o ‘ a b
Beispiel: Sei G = {a,b}. a | aca aob

b | boa bob

Nur praktikabel fiir Mengen mit wenigen Elementen.

An der Verkniipfungstafel kann man viele Eigenschaften ablesen.

Z.B.: Ist a neutrales Element, so fiillt sich die Tabelle bereits so:

o a b
a| a b
b| b bob

o Kommutativitat: Verkniipfungstabelle symmetrisch. (Man sieht: Jede
Gruppe mit 2 Elementen ist kommutativ)
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) ‘ a b
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b | boa bob

o Nur praktikabel fiir Mengen mit wenigen Elementen.
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e Die Verkniipfungstabelle einer Gruppe ist ein lateinisches Quadrat (wie
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o|a b
e Frage: Wie wird G = {a, b} zur Gruppe? a | a b
b|b a
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Beispiele

Beispiel 8

1. (N, +) ist eine abelsche Halbgruppe (aber kein Monoid)

2. (Np,+) ist ein abelscher Monoid.

3. Z,Q,R,C sind, zusammen mit der gewdhnlichen Addition, abelsche
Gruppen.

4. Q\ {0},R\ {0},C\ {0} sind, zusammen mit der gewdhnlichen
Multiplikation, abelsche Gruppen (wir schreiben auch Q*,R* und C*)

5. Genauso sind Q7 := {x € Q | x > 0} und analog RT abelsche Gruppen
mit der Multiplikation.
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Beispiele

Beispiel 9 (Symmetrische Gruppe)

o M: Menge

e S(M) := Menge der bijektiven Abbildungen M — M

e Dies ist eine Gruppe mit der Komposition von Abbildungen

e Fir M ={1,2,...,n} heiBt S, := S(M) die symmetrische Gruppe (von n
Elementen).
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Beispiele

Beispiel 10

e (G,0): Gruppe, M irgendeine Menge

e GM := Abb(M, G) = Menge der Abbildungen von M nach G
e Dies ist eine Gruppe mit der punktweisen Multiplikation:

e Fiir f, g € G definiert man (f - g)(x) := f(x) o g(x).
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Beispiele

Beispiel 11

e Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.
e Dann bildet die Menge GL(V/) der bijektiven linearen Abbildungen auf V
eine Gruppe mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung.

e Fiir V = K" ist GL(V) = GL,(K) = invertierbare n x n-Matrizen
(Verkniipfung: Multiplikation von Matrizen).
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Multiplikative und additive Notation

e Man verwendet bei abstrakten Gruppen haufig die multiplikative Notation:
e Ist (G,0) eine Gruppe, schreibe einfach ab fiir ao b.
o Ubliche Notation fiir neutrales Element: 1 € G
e Inverses Element zu a € G wird dann mit a—! bezeichnet.
e Vorsicht: Es kann durchaus ab # ba sein (falls G nicht kommutativ ist).
e Oftmals kommt auch die additive Notation zur Anwendung
e Besonders bei abelschen Gruppen
Schreibe die Verkniipfung dann als +
Neutrales Element: 0 € G
—a fiir das zu a inverse Element.
Schreibe auBerdem einfach a — b fiir a + (—b).
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